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0. Introduction 

On 
On . 

Soit G un groupe algebrique abelien connexe, extension d'une variete abelienne par le 
■ produit d'un tore et d'un vectoriel. Grothendieck a defini la notion de tj-extensions de G 
par G m . II s'agit de Co-Modules inversibles a connexion integrable (£, V) satisfaisant le 
theoreme du carre, i.e. tels que 



in 



13 

> 



H*(C, V) ® prt(£, V)" 1 ® pr*(£, V)" 1 - (O g , d), 

O ou /i : G x G ^ G est la loi de groupe et pr l5 pr 2 : G x G — > G sont les deux projections 

O" 
CO ■ 

O ■ Notons G^ l'ensemble de ces ^-extensions et Vq l'Anneau des operateurs differentiels 

sur G. On s'interesse au probleme suivant : etant donne un D G -Module (ou un complexe 
de £> G -Modules) -M, dans quelle mesure la donnee des complexes 

RT(G, DR G ((£, V) ®o G M)) ((£, V) e G") 
determine-t-elle .M ? 

Nous resolvons ce probleme en munissant d'une structure algebrique, puis en 
montrant que, pour (C, V) parcourant G^, les complexes 



><; J Rr(G,DR G ((/:,V)®o G ^)) 

s'organisent en un complexe de faisceaux jF(A'i) sur G 11 et enfin en construisant une 
transformation inverse de la "transformation de Fourier" M. \— > 

Le plan de Particle est le suivant. 

Apres des rappels sur la transformation de Fourier-Mukai pour les varietes abeliennes 
(section 1) et sur l'extension vectorielle universelle d'une variete abelienne (section 2), 
nous definissons une transformation de Fourier pour les "D-Modules sur les varietes 
abeliennes qui prolonge la transformation de Fourier-Mukai et nous en etudions les 
proprietes principales (section 3). 

Le reste de Particle est consacre a la construction d'une transformation de Fourier qui 
englobe a la fois la transformation de Fourier-Mukai, son prolongement aux D-Modules, 
la transformation de Fourier pour les P-Modules sur les vectoriels et la transformation 
de Mellin pour les P-Modules sur les tores. Pour cela, nous generalisons la notion de 
1-motifs de Deligne et la dualite de Cartier pour ces 1-motifs de maniere a inclure les 
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vectoriels (sections 4 et 5). Nous introduisons ensuite les notions de Modules quasi- 
coherents et coherents sur ces 1-motifs generalises et etudions les fonctorialites naturelles 
de ces objets (section 6). Enfin, nous definissons la transformation de Fourier pour les 
Modules quasi-coherents sur les 1-motifs generalises (section 7). 

Cet article est une version remaniee d'une prepublication de l'auteur intitulee "Trans- 
formation de Fourier geometrique" (IHES, septembre 1985). Recemment, la transforma- 
tion de Fourier generalised introduite dans cette prepublication a ete utilisee par Beilin- 
son et Drinfeld dans leur programme de Langlands geometrique. Cette transformation 
de Fourier joue un role dans l'etude des faisceaux automorphes associes aux systemes 
locaux de rang un sur une surface de Riemann compacte connexe privee d'un ensemble 
fini de points. Les resultats de la section 3 ont aussi ete obtenus par M. Rothstein ([Ro]). 

Ce travail a ete commence lors d'un sejour au Departement de Mathematiques de 
l'Universite de Harvard que je remercie pour son hospitalite. J'ai eu des discussions 
fructueuses avec L. Breen, P. Deligne, D. Kazdhan, D. Mumford et R. Thomason durant la 
preparation de cet article et J. Bernstein a simplifie certains de mes arguments originaux. 

1. Transformation de Fourier-Mukai : rappels. 

(1.1) Soient S un schema localement noetherien et A un S'-schema abelien purement de 
dimension relative g (A est done un S'-schema en groupes abeliens dont le S'-schema sous- 
jacent est propre, lisse, purement de dimension relative g et a fibres geometriquement 
connexes). On note n : A — > S le morphisme structural, \x : A x s A — > A la loi de groupe, 
e : S — > A la section nulle, (—1) : A — > A l'application inverse pour la loi de groupe et 
pr l5 pr 2 : A x$ A — > A les projections canoniques. 

Un (9^-Module inversible C est dit rigidifie s'il est muni d'un isomorphisme de Os- 
Modules Os — > e*£. On note Pic(A/S) le groupe abelien (pour le produit tensoriel) des 
classes d'isomorphie de C^-Modules inversibles rigidities. 

Pour tout (9/L-Module inversible C, on peut former le O^xs^-Module inversible 

V 2 (C) = ix* C ® pr^®" 1 ® pr*/:®" 1 ® (tt x 7r)*e*£. 

Par construction, la restriction de T>2(£) a (e(S) x$ A) U (A x 5 e(S)) est canoniquement 
triviale. On dit qu'un C^-Module inversible C satisfait le theoreme du carre si la 
trivialisation canonique de T> 2 (jC) sur (e(S) x s A) U (A x s e(S)) se prolonge k Ax s A tout 
entier. On note Pic (A/S) C Pic(A/S) le sous-groupe forme des classes d'isomorphie de 
(9^-Modules inversibles rigidities qui satisfont le theoreme du carre. 

Les applications T 1— > Pic(A x gT/T) et T 1— > Pic (A XgT/T) se prolongent de maniere 
evidente en des foncteurs de la categorie des S'-schemas localement noetheriens dans la 
categorie des groupes abeliens. 

Theoreme (1.1.1) (Grothendieck dans le cas ou A est localement projectif sur S ; 
Artin et Raynaud en general). — Le premier foncteur est repesentable par un S -schema 
en groupes abeliens localement de type fini, note Pic^/g. 
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Le deuxieme foncteur est representable par la composante neutre Pic A / S de Pic^/5 et 
cette composante neutre est un S -schema abelien purement de dimension relative g. 

Preuve : Voir l'expose de Grothendieck au seminaire Bourbaki [Gr] et la discussion 
dans la section 1 du chapitre I du livre Faltings et Chai ([Fa-Ch]). Voir aussi [Mum] Ch. 
Ill, §13, pour le cas ou S est le spectre d'un corps. 

D 

Le S'-schema abelien Pic^/ S est appele le S'-schema abelien dual de A et sera note 
simplement A' dans la suite. On notera tt', fj,', ... les morphismes tt, \i, ... relatifs a A' et 
a : A' x s A A x s A' l'application de permutation des deux facteurs. 

Par definition de A' ', on dispose d'un Oa< x s ^-Module inversible universel V, dit de 
Poincare, trivialise le long de A' x$ e(S) et satisfaisant le theoreme du carre pour le 
A'-schema abelien A' x s A. En fait, V est aussi trivialise le long de e'(S) x s A et ces 
trivialisations coincident sur e'(S) x s e(S). 

Soient A" le S'-schema abelien dual de A' et V le Oa"x s A' -Module de Poincare 
correspondant. On dispose d'un morphisme de S'-schemas en groupes 

1 : A - A" 

qui, pour tout S'-schema localement noetherien T, envoie a G A(T) sur la classe de 
(icU' x a)*V dans A"{T). 

Theoreme (1.1.2). — Le morphisme 1 ci-dessus est un isomorphisme et a* (LxidA')*V 
est isomorphe a V en tant que OA'x s A-Module inversible trivialise le long de (A' xg 
e(S))U(e'(S)x s A). 

Preuve : Voir [Mum] Ch. Ill, §13, pour le cas ou S est le spectre d'un corps. 

D 

En particulier, V satisfait aussi le theoreme du carre pour le A-schema abelien A' Xg A. 
Dans la suite, on identifiera A" a A et a*V a V par les isomorphismes ci-dessus. 

Lemme (1.1.3). — Les Os -Modules inversibles 

n *^ L A/S — e iL A/S 

et 

7l *^ L A' /S — fc iL A'/S 

sont canoniquement isomorphes. 

Dans la suite, on identifiera ces Modules inversibles et on les notera simplement uja/s- 
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Preuve : La theorie des deformations fournit un isomorphisme canonique de Os- 
Modules 

R 1 tt*Oa — ► £'*Ta>/Si 

ou T A i fs = Horri ro^, (fl A ,/ s , ®A') est le 0A'-Module tangent relatif. Par suite, en prenant 
la puissance exterieure g-ieme de cet isomorphisme et en tenant compte de l'isomorphisme 
canonique de Cs-Modules f\ 9 R 1 tt*Oa R 9, k*Oa-, on obtient un isomorphisme de Os- 
Modules 

R 9 **0 A ^>e'*(/\T A , /s ) 
et done, par dualite de Grothendieck, l'isomorphisme 

f '*Q9 jr Q9 

t *L A '/S n ** L A/S 

cherche. 

D 



(1.2) Notons pr' : A' A — > A' et pr : A' x s A — > A les projections canoniques. La 
transformation de Fourier-Mukai pour A est le foncteur 

defini par 

(1-2.1) ^(•) = flprJ.(^®Ovx s x i P r *(-)) 

(cf. [Muk]). Par construction T est un foncteur triangule. 
II resulte du theoreme de changement de base que : 

Lemme (1.2.2). — Pout tout morphisme T — > S de schemas localement noetheriens 
on a un isomorphisme canonique 

L(id A , xf)*oF^Uf T o L(id A x /)* 

de foncteur s de D^ coh (0 a) dans D^ coh (0 A ' Xs T), ouTt est la transformation de Fourier- 
Mukai pour le T -schema abelien A x 5 T (de dual identifie a A' x 5 T) . 

D 

II resulte du theoreme de finitude de Grothendieck pour les images directes par les 
morphismes propres que : 

Proposition (1.2.3). - - La transformation de Fourier-Mukai T envoie la sous- 
categorie strictement pleine D^ oh (0 A ) de D^c^Oa) dans la sous-categorie strictement 

pleme D h coh (0 A ') de D\ coh (0 A >) ■ 

D 
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La propriete la plus important de la transformation de Fourier-Mukai est l'involutivite. 
Theoreme (1.2.4) (Mukai). — Si Von note 

T' : D\ coh {0 A ,) -> D h qcoh (0 A ) 

la transformation de Fourier-Mukai pour le S -schema abelien A' , les foncteurs composes 
T' o T et T o T' sont canoniquement isomorphes aux foncteurs 



-1 



et 



(-!>'*(•) ®o A , ir'*u®J^[-g] : D h qcoh (0 A ,) - ^ coh (^) 



respectivem^nt. En particulier, T est une equivalence de categories de quasi-inverse 
(-l)*r(-)®o A ir*u A/s [g]. 

Preuve : Compte tenu du theoreme de changement de base et de la formule des 
projections, ce theoreme est une consequence formelle du lemme ci-dessous. 

D 

Lemme (1.2.5). — Le complexe Rpr^V (resp. Rpr'^V) est canoniquement isomorphe a 
e *K/~s)H7] (resp. £{u>*ji)[-g]) dans D* coh (0 A ) (resp. D^O*)). 

Preuve : Nous rappellerons seulement la construction du morphisme canonique 
Rp x *P ~^ e *{ (jJ< A Js)\.~3\- -P ar changement de base on a un isomorphisme 

e >*R9 Wjf V^R9^0 A , 

et, par dualite de Gothendieck, on a un isomorphisme 
d'ou, par adjunction, un morphisme 
qui est le morphisme cherche. 

D 



(1.3) La transformation de Fourier-Mukai possede les proprietes de fonctorialite 
suivantes. 
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Proposition (1.3.1). — Soient f : A\ — > A2 un morphisme de S-schemas abeliens 
et f : A' 2 — > A[ le morphisme transpose. Alors on a des isomorphismes canoniques de 
foncteurs 

et 

ou T\ et Ti sont les transformations de Fourier-Mukai pour A\ et A 2 respectivement. 

u 

Proposition (1.3.2). — Soient A\ et A 2 deux S-schemas abeliens et A = A\ xg A 2 . 
Alors on a un isomorphisme canonique de foncteurs 

ou T , T\ et Ti sont les transformations de Fourier-Mukai pour A, A\ et A2 respective- 
ment {on a bien entendu identifie A' a A[ xg A' 2 ). 



D 



On appelle produit de convolution pour A et on note 

(') * (') : ^coh(^) x D h qcoh (0 A ) D\ coh (0 A ) 



le foncteur defini par 



L 



L 



(•)*(•) = iM(-)EM-))- 

Corollaire (1.3.3). — On a des isomorphismes de foncteurs 

?{{■)*{■)) =H-)®o A H-) 

et 

F{{-)®o A {-)) = {H-)*H-))®o A ^u A/ s[g]. 

Enfin la transformation de Fourier-Mukai commute a la dualite : 
Proposition (1.3.4). — Soient 

D{.) ^ RKomoJ-^^A/sM : D h coh (0 A )°™ - D h coh (G A ) 

et 

D'{.) ^ RKomo A , ( • , *"«>A/sM ■■ D h coh ((D A ,r pp - D h coh (<D A ,) 
les foncteurs de dualite. Alors, on a un isomorphisme canonique de foncteurs 

D'oT= (-!)'* (T(D(-))) ®o A 7r'*iv A/s [g}. 



D 



D 
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2. L'extension vectorielle universelle : rappels et complements. 

(2.1) Soit A un schema abelien purement de dimension relative g sur un schema 
localement noetherien S. 

Un C^-Module inversible C muni d'une connexion integrable (relative a S) 

V : C -> ® 0a C 

est dit rigidifie si £ Test. 

Pour tout (9^-Module inversible a connexion integrable (relative a S) (£, V), on peut 
former le (9^ Xsy 4-Module a connexion integrable (relative a S) 

V 2 (C, V) = //*(£, V) <g> pr*(£, V)®" 1 ® pr*(£, V)®" 1 <g) (tt x tt)V(£, V). 

Par construction, la restriction de £>2(A V) a (e(S') Xg A)U(Axse(.S')) est canoniquement 
triviale. On dit qu'un C^-Module inversible a connexion integrable (relative a S) 
(£, V) satisfait le theoreme du carre si la trivialisation canonique de X>2(£,V) sur 
(e(S) xs A)U (A xs e(S)) se prolonge a A xg A tout entier, de sorte que 

T? 2 (£,V)^((^ XsA ,d) 

ou d : Oax s a — > ^ax s a/s es ^ ^ a differentielle. 

Lemme (2.1.1). — Soit (£, V) un OA-Module inversible a connexion integrable (relative 
a S). Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) (C, V) satisfait le theoreme du carre, 

(ii) C satisfait le theoreme du carre. 

Preuve : L'implication (i)=>(ii) est immediate. 
Reciproquement, si C satisfait le theoreme du carre, on a 

V 2 (C, V) (0 Axs A,d + iv) 

pour une forme differentielle u G H°(A x§ A,Q AxsA ) telle que 

(e x id A )*uJ = {id A x e)*u = 0. 

Mais une telle forme est automatiquement nulle puisque A x $ A est un S'-schema abelien. 

D 

On note Pic' 5 (A/ S) le groupe (pour le produit tensoriel) des classes d'isomorphie de 
C^-Modules inversibles a connexion integrable (relative a S) rigidities qui satisfont le 
theoreme du carre. On a une suite exacte de groupes abeliens 

E(A/S) = (0 -> H°(A,Q} A ) -U Pic\A/S) Pic°(A/S)), 

ou i(u>) = (Oa, d + u) et p(£, V) = C. De plus, si S est affine, l'homomorphisme p est 
surjectif (cf. [Ma-Me] Prop. (3.2.3) (a) et section (2.6)). 

L'application T i— > E(A x s T/T) se prolonge de maniere evidente en un foncteur de la 
categorie des S'-schemas localement noetheriens dans la categorie des suites exactes de 
groupes abeliens. 
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Theoreme (2.1.2) (Mazur et Messing). — Ce foncteur est representable par une suite 
exacte de S-schemas en groupes abeliens 

-> Y(e*T A/s ) -U Pic\ /S Pic° /s -> 0. 

En particulier, le foncteur T i— > Pic 11 (A x§ T/T) est representable par un S -schema 
en groupes abeliens Pic^ s dont le S -schema sous-jacent est de type fini, lisse, purement 
de dimension relative 2g et a fibres geometriquement connexes. 

Preuve : Voir [Ma-Me] Ch. I, (2.6) et (3.2.3). 

D 

On notera encore 

E A/S = (o - n A/s -L> j£\ JU A' — > 0) 

la suite exacte ci-dessus et on notera 7T 11 , ... les morphismes 7r, /x, ... relatifs a A 15 . 
L' image reciproque 

P = (px id A )*P 

du Module de Poincare est un Oj^ Xs ^-Module inversible muni d'une connexion 
integrable (relative a A^) universelle 



(2.2) On identifiera de la maniere habituelle la categorie des S-schemas a une sous- 
categorie pleine de la categorie des faisceaux sur le site fppf de S. Pour tout C^-Module 
localement libre de rang fini S, de dual Hom 0s (£, Os) note simplement £ v , on identifiera 
done V(£ v ) a £ . Par exemple, on identifiera &a/s = Y(e*T A /s) a e*0^ s . 

L'extension A^ de A' par le S-schema en vectoriels &a/s es t universelle pour les 
extensions (dans la categorie des S-schemas en groupes abeliens) de A' par les S-schemas 
en vectoriels : 

Theoreme (2.2.1) (Mazur et Messing). - - Si M est un Os-Module quasi- coherent, 
toute extension de A' par M. dans la categorie des faisceaux en groupes abeliens sur le site 
fppf de S est le "push-out" de l'extension F>a/s ci-dessus par un et un seul morphisme de 
faisceaux en groupes Q A /s ~^ -M. En d'autres termes, on a un isomorphisme, fonctoriel 
en M, 

Homo s (e*Q^ /s ,.M) Ext S{p JA' , M). 

En particulier, pour tout Os-Module localement libre de rang fini £ et toute extension 
de A' par Y(£ v ) dans la categorie des S-schemas en groupes abeliens, il existe un et un 
seul morphisme de S-schemas en groupes Qa/s ~ > V(£ v ) tel que cette extension soit le 
"push-out" de l'extension E a/ s P ar ce morphisme. 
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Preuve : Voir [Ma-Me] Ch. I, (1.9) et (1.10). 

D 

D'apres Mazur et Messing (cf. [Ma-Me] Ch. I, §4), l'extension de Og-Algebres de Lie 
(commutatives) associee a 1'extension n'est autre que l'extension 

-> e*n\ /s -> H\ K {A/S) -> i? 1 ^^ -> 

donnee par la suite spectrale de la cohomologie de Hodge vers la cohomologie de de Rham 
pour A/S, suite spectrale qui degenere en E±. 

(2.3) Soient 7r : X — > S un .S-schema et £ un Cg-Module localement libre de rang fini. 
On considere les trois categories suivantes : 

(1) la categorie C\ des torseurs Y — > X sous le X-schema en vectoriels V(7r*£ v ) = 
Ixg V(£ v ) (il s'agit a priori de torseurs dans la categorie des faisceaux sur le site fppf 
de X mais tout tel torseur est representable par un AT-schema affine), 

(2) la categorie C 2 des Ox-Algebres (commutatives et avec unite) quasi-coherentes 
munies d'une filtration exhaustive 

(0) = B-! c B c B x c B 2 c • • • c B 

par des sous-Ox-Modules localement libres de rang fini faisant de B une (9x-Algebre 
filtree, i.e. telle que 

Bi-BjGBi+j (Vz,jgN), 
et munies d'un isomorphisme de Ox-Algebres graduees 

ip. : gr.B ^ Sym^(7r*£ v ) = 7r*Sym^(£ v ), 

(3) la categorie C3 des extensions de ir*£ v par Ox dans la categorie abelienne des 
Ox-Modules quasi-coherents. 

On definit des foncteurs 

C\ — > C 2 — > Cs — > Ci 

de la fagon suivante. 

• Si y — > X est un objet de C±, B = p*Oy est une (9x-Algebre quasi-coherente 
que Ton peut filtrer par les sous-Ox-Modules localement libres de rang fini 

i 

B i = (»*)- 1 {B®o s (B s y m ? s ( £W ))' 
3=0 

oh fi : Yx s Y(S v ) -> Y est Paction de X x s Y(S v ) sur Y et //* : B -> £®© s Symf s (£ v ) 
est l'homomorphisme d'Algebres correspondant ; pour tout entier z > et toute section 
6 de Bi, la projection de sur B ®o s Symf s (£ v ) est en fait contenue dans 

O x ® 0s Symf s (£ v ) = 7r*Symf s (£ v ) ; 

si on note ipi (b + Bi-i) cette projection, on verifie facilement que (B, £>,, </?,) est un objet 
de C 2 . 
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• Si (£>, B,,tp,) est un objet de C2, on a une extension 

0^B ^B 1 ^B 1 /B ^0; 

or on peut identifier £>o a Ox via <po et B\/Bq a 7r*£ v via et on obtient ainsi une 
extension de 7r*£ v par Ox, i-e. un objet de C3. 

• Enfin, si 

-> C x -> ^ -> 7r*^ V -> 0, 
est un objet de C3, on considere l'ouvert 

P(.F) - P(tt*£ v ) = Y -> X 

du fibre projectif (au sens de Grothendieck) P(jF) sur X ; Y est le X-schema des scindages 
de l'extension ci-dessus et est done naturellement muni d'une structure de W(tt*£ v )- 
torseur ; e'est l'objet de C\ voulu. 

Lemme (2.3.1). — (i) Les trois foncteurs que Von vient de definir sont des equivalences 
de categories. Plus precis ement, pour chaque a G Z/3Z ; le foncteur compose 

C a — > C a+ i — > C a +2 —> Ca+3 = Cot 

est isomorphe au foncteur identite. 

(ii) La classe d'un objet Y — > X de C\ dans n*S) n'est autre que la classe 

de l'objet correspondant de C3 dans ExX,q x (n*S y , Ox), compte tenu de I 'identification 
naturelle entre H 1 ^, n*S) et Ex.t 1 0x (n*S v , O x )- 

Preuve : II suffit de remarquer que, pour tout objet Y — ► X de Ci, le X-schema Y 
n'est autre que Spec(£>) ou B = p*Oy et que, pour tout objet (B,B»,<p») de C2, B est 
isomorphe a 

Sym? x (Bi)/(l-0 

ou 1 G Ox = Sym^ x (£>i) et ou £ est l'image de 1 G Ox = £>o P ar 1' inclusion 
B ^B 1 = Sym? x (B 1 ). 

u 

On peut appliquer les considerations precedentes au (A' O j4 / S )-torseur — ► A' 
sous-jacent a l'extension vectorielle universelle. La O^'-Algebre quasi-coherente 

A*= P *O a , 

est done munie d'une nitration 

(0) = J^_ x c A\ c A\ c A\ c • • • c ^ 
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par des sovls-Oa' -Modules localement libres de rang fini qui en fait une O^'-Algebre 
filtree et est munie d'un isomorphisme de Cyi'-Algebres graduees 

^:gr.^^7r'*Sym^(e*T A/s ). 

De plus, l'extension 

(2.3.2) -> O a < -> A 7r'*e* r A/s -> 

determine le {A' x s fi^/s)-torseur — > A' a isomorphisme unique pres. 
On va maintenant determiner la classe de cette extension dans 

ExtJ, A , (n'*e*T A/s , O a >) = H\A', 7r'*e*^ /s ). 

La suite exacte des termes de bas degres de la suite spectrale de Leray pour 
(tt', Tr'*e*Q} A/s ) s'ecrit 

- H\S, e*n\ /s ) H 1 (A', n'*e*n A/s ) H°(S, RWy*e^\ /s ) 

puisque tc'JDa 1 = Os et, comme n' admet la section e', la fleche /? est surjective et la 
fleche a admet la retraction e'*. On a done une decomposition en somme directe 

H\A', 7r'*e*^ /s ) - H\S, e*n A/s ) © H°(S, i^Tr'V^). 

La restriction de l'extension (2.3.2) a la section nulle e'(S) est canoniquement scindee 
puisque A^ A' est non seulement un {A' x$ O y4 / S )-torseur mais encore une extension 
de A' par 0, A /s- Par suite, la classe de l'extension (2.3.2) appartient au facteur direct 
H°(S,R 1 n , y*e*tt 1 A/s ) de ExtJ> A , (n'*e*T A /s, A >)- Mais, comme e*n\ /s est localement 
libre et que R x, k'JDa' est isomorphe a e*T A /s par bi-dualite et theorie de la deformation, 
on a un isomorphisme canonique 

e*T A/s ®o s e*n\ /s RWy*e*Q} A/s , 

de sorte que la classe de l'extension (2.3.2) peut etre vue comme un element de 

H (S,e*T A/ s ®o s e*n A/s ) - Hom 0s (e*tl A/s , e*Q^ /5 ). 

Proposition (2.3.3). — La classe de l'extension (2.3.2) dans 

Hom 0s (e*fi^ /s ,e*fi^ /5 ) 
n'est autre que I'identite de e*Q A ^ s . 
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Preuve : D'apres [Se] Ch. VII, §15, on a la suite exacte 

- Ext^ tppf (A',e*0^ /s ) - tf^Tr'V^) H^S^Sl^g) 
(cf. [Ma- Me] (1.10)). La proposition resulte done de risomorphisme 

Hom 0s (e*Q^ /s ,e*^ /s ) Ext^ fppf (A', e*Q\ /s ). 
du theoreme (2.2.1) et du lemme (2.3.1). 



D 



(2.4) On suppose dans cette section que S est de caracteristique nulle. Sous cette 
hypothese, on a 

Theoreme (2.4.1). — La fleche d'adjonction 

O s - R<k\O a , 

est un isomorphisme dans D^ coh (Os), %-e. la fleche d'adjonction Os — > i^\Oj^ est tm 
isomorphisme et R n T{\0 A ^ = (0) pour tout entier n ^ 0. 

Preuve : Considerons la suite spectrale 

£M = #P+%; gr _ p ^ R p+q n'^ = R p+q ir\0 A * 

associee a l'objet filtre Rtt'^A^ , A») de la categorie derivee filtree D h i ? qco h(C ) 5) . On va 
montrer que 

Os si p = q = 0, 

(0) sinon, 

ce qui bien entendu impliquera le theoreme. 

II revient au meme de montrer que le complexe de Cg-Modules 

Ef'~ p E p+h ~ p — ^ -> 0, 

ou p' = lnf(0, p + g), est acyclique pour tout entier p < (on a trivialement i?^ 9 = (0) 
si p + q [0, g] ou si p > 0). Or, d'apres la formule des projections, risomorphisme </?_ p 
induit un isomorphisme 

E™ - (fl^AO ®o s Sym5(e*T A/5 ) 

i.e. un isomorphisme 

P+<2 



£/ 2 — 
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puisque le cup-pro duit induit un isomorphisme 

p+q 

et que 

R\:O a , = e*T A/s 

par bi-dualite et theorie des deformations. De plus, il est facile de voir, compte tenu des 
resultats de la section (2.3), que la differentielle di : E\ q -»• Ef +hq est donnee par la 
formule 

(2.4.2) di ((ui A • • • A v p+q ) <g> (u)i • • • w_p)) 

-p 

y^(t>i A • • • A A Wj) (g) (tui • • • Wj-i^+i • • • w- p ) 
i=i 

pour toutes sections locales v±, . . . , v p+q , w±, . . . , W- p de e*T A /$- Le theoreme resulte done 
du lemme bien connu suivant. 

Lemme (2.4.3) (Koszul). — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps 
k de caracteristique nulle. Pour tout entier n > 0, le complexe de k-espaces vectoriels 

2 n — 1 n 

o -> s n v -> y <g> s"- 1 !/ -> /\ y <g> s n " 2 y -> ► /\y®y^/\y^o, 

ou est wne notation abregee pour Symf(V) et oil la differentielle f\ l V <g> S n ~ l V -> 
/V + F ® S n_ * _1 y est definie par la formule (2.4.2) pour p + q = i et —p = n, est 
acyclique. 

u 



3. Une nouvelle transformation de Fourier pour les schemas abeliens en 
caracterisitique nulle. 

(3.1) Soient S un schema localement noetherien de caracteristique nulle et A un S- 
schema abelien purement de dimension relative g. 

On note T> A /s 1 & C^-Algebre des operateurs differentiels sur A relatifs a S. Rappelons 
qu'un D^/s-Module (a gauche) quasi- coherent n'est rien d'autre qu'un O^-Module quasi- 
coherent muni d'une connexion integrable relative a S. 

On note pr^ : A^ xg A — > A^ et pr : A^ xg A — > A les deux projections canoniques. 

Si M est un 2^/s-Module (a gauche), le O a t, Xs ^-Module 
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sera muni de la connexion integrable (relative a A^) produit tensoriel de V par la 
connexion sur pr*M image inverse de celle de M. 

Si (M,V) est un A tt Xsj4 -Module a connexion integrable (relative a A^), on notera 
DR A b XsA / A ti(M, V) son complexe de de Rham 

[M Sl\, XsA/A , ®o A ^ sA M ^ n% x$A/Ak ®o A , XsA M] ; 

c'est un complexe de ((pr -Modules concentre en degres compris entre —g et 0. 

Si est un O a i -Module, le O a ^ XsA -Module 

sera muni de la connexion integrable (relative a A^) induite par V. 
On definit alors des foncteurs triangules 

F ■ Dqcohi^A/s) -> ^qcohC^AO 

et 

J* : Dl 0oh (O A ,) -> D\ coh {V A/s ) 
.F(-) = i2prlDR AhxsAMh ((7>, V) ®o^ XsA Lpr*(-)) 

et 

^(•)=^pr,((^V)^ XsA ^(-)). 
II resulte du theoreme de changement de base que : 

f 

Lemme (3.1.1). - - Pout tout S-schema localement noetherien T — > S on a des 
isomorphism.es canoniques de foncteurs 

L(id A , xf)*of^F T o L(id A x /)* 

de D* coh (V A/s ) dans D h qcoh (0 A , XsT ) et 

L(id A xf)*o&^j%o L(id A , x /)* 

de D^ coh (0 A ti) dans D^ coh (V Axs -p/T)> ou Ft et T\ sont les foncteurs T et pour le 
T -schema abelien A x 5 T (on a identifie (Ax s T)^ aA^x s T). 

U 

La transformation de Fourier T est reliee a la transformation de Fourier-Mukai de la 
fagon suivante 
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Proposition (3.1.2). — Le carre de foncteurs 

D h qcoh (0 A ) D b qcoh ((D A ,) 

L 

T^a/s ®o A (•) 

D h qcoh (D A/s ) D\ coh {0 M ) 
est commutatif (a un isomorphisme canonique pres). 

Corollaire (3.1.3). - - Le foncteur T envoie la sous-categorie strictement pleine 
D^ oh (V A /s) de D qcoh (V A / s ) dans la sous-categorie strictement pleine D^ oh (0 A t,) de 
D h qcoh (0 A t). 

Preuve du corollaire : Localement sur S, tout P^/g-Module coherent admet une 
resolution par des P^/g-Modules coherents induits, i.e. de la forme V A / S ®o A £ avec £ 

un Oyi-Module coherent. Or, d'apres les propositions (3.1.2) et (1.2.3), T envoie un tel 
D^/s-Module coherent induit dans D^ oh (0 A n), d'ou le corollaire. 

D 

Pour demontrer la proposition nous aurons besoin du resultat suivant. 

Lemme (3.1.4). - - Soient T un S -schema et X un T -schema lisse. Soit £ un Ox- 
Module localement libre de rang fini muni d'une connexion integrable (relative a T) 
V : £ — > ^ X /T ®o x & e t s °tt 3~ un Ox -Module. On peut former d'une part le V x /t- 
Module a gauche 

(£,V) ® 0x [V X /t®o x F), 
produit tensoriel des V x /r-Modules a gauche (£, V) et V x /t ®o x 3~ '> e ^ d'autre part le 
T> x /t -Module a gauche 

qui lui ne depend pas de V. Alors la fleche 

V X /t ®o x (£ ®o x -> (£, V) ® 0x (Vx/t ®o x F) 
P<g>(e<g>/) i-> P- (e<g>(l<g>/)) 

est un isomorphisme entre ces Vx/r-Modules. 

Preuve : Si P G T> x /T,i (P est de degre < i), on a 

P • (e <g> (1 <g> /)) G £ ® 0x (V X /T,i ®o x F) 

et 

P • (e ® (1 ® /)) - e <g) (P <g> f) G £ ® 0x (D x /T,i-i ®o x P)- 
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Par suite, la fleche du lemme est filtree, i.e. envoie T> x /r,i ®o x (£ ®o x dans 
S ®o x (*Dx/T,i ®o x F)-> e ^ induit une fleche entre les gradues correspondants qui n'est 
autre que le morphisme de Ox-Modules 

C®(e(8)/) i-> e®(£<g>/) 
Mais ce dernier morphisme est clairement un isomorphisme, d'ou la conclusion. 

D 

Preuve de la proposition (3.1.2) : D'apres le lemme ci-dessus, on a canoniquement 

HV a/s ® 0a (•)) = RwIvRa*x s a/a*(Va*xsA/a* ®o AixsA (V ®o A t Xs A Lw '(•)))• 

Or, pour tout S'-schema T et tout T-schema X, lisse et purement de dimension relative 
d, on a 

DR X/T (V X/T ® 0x (0) ^x/T®o x (•)• 
Par suite, on a canoniquement 

HV A /s®o A (•)) = Rw\{{^ x 7ryu A/s 0o A , XsA (V®o A ^ sA Lw*(-))) 

et la proposition s'en suit compte tenu du theoreme de changement de base pour pr'. 

D 

(3.2) Comme pour la transformation de Fourier-Mukai, la propriete la plus importante 
du couple (.F, T^) est le theoreme suivant. 

Theoreme (3.2.1). — Les foncteurs composes o T et T o J* sont canoniquement 
isomorphes aux foncteurs 

<-i>*(-)H/l ■ D h qcoh (V A/s ) - D h qcoh (V A/s ) 

et 

(-l>"*(-)[-^] = D h qcoh ((D A >) - D h qcoh ((D A >) 
respectiyement. En d'autres termes, T est une equivalence de categories de quasi-inverse 

<-i>*^(-M 

De nouveau, compte tenu du theoreme de changement de base et de la formule des 
projections, ce theoreme est une consequence formelle du lemme suivant. 
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Lemme (3.2.2). — Le complexe 

RwlDR A , XsA/A ,(V,V) (resp. #pr*(P, V) ) 

est canoniquement isomorphe a e\Os[— g] (resp. e + Os[— g]) dans D^^O^t,) (resp. 

D\ coh (V A/s )). 

Rappel (3.2.3). — Le "D^/g-Module a gauche e + Os est defini par 

e+O s = e*V (A ^ s)/s , 

ou 

est muni de sa structure de (e -1 !}^/^, (9s)-bi-Module gauche-droite naturelle (la struc- 
ture de (e -1 £^4/5)-Module a gauche vient de celle de "D^/g-Module a gauche de 
T> A /s ®o A I 11 * e ^ e m & me vient des structures de 2^4/5-Module a droite de 

*D A /s et de Q g A / S , et la structure de Og-Module a droite est la structure evidente). Voir 
[Bo] §7 pour plus de details. 

D 

Preuve du lemme : Par changement de base, le complexe 

Le^Rw\VR A , XsA/A ,(Vy) 
est canoniquement isomorphe a 

RTr*DR A/s (0 A ,d) 

et, comme le Cg-Module 

Hl^A/S) = R^BR a/s (O a , d) 
est canoniquement isomorphe a Os, on en deduit une fleche 

Let*RprlDR A , XsA/A ,(V, V) - O s [-g] 
et done par adjonction une fleche 

RwlBR A , XsA/A ,(V,V) ^e\O s [-g\. 
On va montrer que cette derniere fleche est un isomorphisme. 
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Remarquons tout d'abord que i?pr*DR A , (P,V) est un objet de D h coh {0 Ai ) 

puisqu'il en est ainsi de 

#!(^ XS A M * ®a^ s aV) = Lp^(Sl* A/s ) 

pour tout entier i. D'apres le lemme de Nakayama, on peut done supposer que £ est 
le spectre d'un corps de caracteristique nulle et il sufht de montrer que, pour tout O a - 
Module inversible a connexion integrable (£, V) satisfaisant le theoreme du carre et tout 
entier i, le /c-espace vectoriel 

H* 9 (£,V) = H*(A,DR A/k (C,V)) 
est nul si (£, V) n'est pas isomorphe a {O a-, d) et est canoniquement isomorphe a 

Lg-i^ e\k 

si (£,V) = (0 A ,d). 

La preuve de cette assertion est en tout point similaire a [Mum] Ch. Ill, §16, PROOFS 
(2), et nous ne ferons que l'esquisser. 

Si (£, V) n'est pas isomorphe a (0 A ,d), on a H^ R (£, V) = (0). Raisonnons par 
Pabsurde en supposant qu'il existe des entiers n > tels que H^ R (£, V) ^ (0) et notons 
no le plus petit de ces entiers. Comme (£, V) satisfait le theoreme du carre, on a un 
isomorphisme de /c-espaces vectoriels 

i+j=n i+j=n 

(formule de Kiinneth et formule de projection). Or, H® R (A/k) = k n'est pas nul, d'ou 
une contradiction. 

Si (£, V) = (0 A ,d), pour tout entier i, iif^ R (£,V) = H\ R (A/k) est canoniquement 
isomorphe a /\ l H\ R (A/k). Mais, la dualite locale fournit, pour tout entier i, un 
isomorphisme canonique 

e\L _^e\k 2* Ext^ (elk, elk) 
(le O A \± -Module inversible ^ A tt/ k est canoniquement trivial). De plus, 

(eY'E^oJ^elk) 

n'est autre que le /c-espace vectoriel tangent a l'origine de A^ et, pour tout entier i, 

(e^-^oj^elk) 
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est canoniquement isomorphe a 

i 

(considerer une resolution de Koszul de elk). Par suite, on est ramene a identifier 
H^ R (A/k) a l'espace tangent a l'origine de A^, ce qui est fait dans [Ma- Me] (2.2). 

Passons maintenant a l'assertion "resp." du lemme. Pour montrer que Rpr^(V, V) est 
canoniquement isomorphe a e + Os dans D^ coh (V A / S ) il suffit, d'apres un theoreme de 

Kashiwara (cf. [Bo] Ch. VI, Theorem 7.11), de montrer que Rpr^V, V) est supporte par 
e(S) et que Le*R^c^P[— g] est canoniquement isomorphe a Os[—g] - La seconde assertion 
resulte aussitot du theoreme de changement de base et du theoreme (2.4.1). Pour la 
premiere assertion, on remarque que Rpr^V n'est rien d'autre que ^'{A^) et done cette 
assertion est une consequence immediate de l'isomorphisme 

gr< ^ JW'Symf'^/s). 
et du lemme (1.2.5) puisque F'{Oa>) = Rw*^P- 



D 



Corollaire (3.2.4). — Le carre de foncteurs 

D h qcoh (0 A ') ^ D* coh (0 A ) 



Lp*(-) 



L 

T^a/s ®o A (■) 



^coh(^0 D\ coh {V A/s ) 
est commutif (a un isomorphisme canonique pres). 

D 

Corollaire (3.2.5). - - Le foncteur envoie la sous-categorie strictement pleine 
D^ oh (0 A ^) de D^ coh (0 A b) dans la sous-categorie strictement pleine D^ oh (V A /s) de 

D qcoh( V A/s)- 

u 



(3.3) Tout comme la transformation de Fourier-Mukai, les transformations T et 
possedent des proprietes de fonctorialite. 

Rappels (3.3.1). — Soient T un S'-schema lisse purement de dimension relative dr 
et X et Y des T-schemas lisses et purement de dimensions relatives d x /r et d Y /r 
respectivement. 
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et 



Si X — > Y est un T-morphisme, on a des foncteurs exacts 

/+ : DqcohCDx/r) -> D qcoh (V Y/T ) 

f- : D h qcoh (V Y/T ) -> D q b coh (Dx/T) 



definis par 
ct 



U(-) = RMV {Y ^ X)/T ®v x/T (-)) 

! L -1 

/' (') = T^(X^Y)/T ^f-^Y/T f (') [dx/T - dy/r] 



ou V(y^ X )/T est le (f~ 1 'Dy/ T , "Dx/T)-bi-Module 



et ou X > (x^-y)/T est le {V x /t, / _1 2V/T)-bi-Module 

Ox ® f -io Y r l v Y/T 

(cf. [Bo] Ch. VI, §5.1 et §4.2). Si / est lisse, on a encore 

/+(•) = i?/*DR x/y (.), 
ou le complexe de de Rham DR x /y(M) d'un £>x/s-Module .M est le complexe 

[M n x/Y ® 0x m^---^ n d x x /^ dY/T ® 0x M] 

concentre en degres compris entre d Y /T — dx/r et (cf. [Bo] Ch. VI, 5.3.2). 

Si T' est un autre S'-schema lisse purement de dimension relative dx' : si T" — > T 
est un morphisme de S'-schemas et si X' est le T'-schema deduit du T-schema X par le 
changement de base a, on a aussi des foncteurs 

(P,a) + : D h qcoh (V X ' /T >) - D h qcoh (V x/T ) 

et 

(p,a) 1 : D h qcoh (V x/T ) - D\ coh {V x> /T ') 

definis par 
et 

(/W(0 = R(3\-) = L(3*{-) ®„,-i 0t , ^'- x RaO T , 
ou (3 : X' = V x T X — > X et tt' : X' = T' x T X — > T' sont les projections canoniques. 
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On a un produit tensoriel externe 

E : D^ coh (V x / T ) x D^ coh (V Y / T ) -> ^>qcoh ( p Xx s f/Tx s t) 
et un produit tensoriel interne 

® ! : D h qcoh (V x/T ) x ^ coh (Dx/T) - ^ coh (©x/T) 

defini par 

(•)® ! (-) = a^ /t (a t ,At) ! ((-)^(-)) = ((-)®ox ('Dl^Ti^^Jy 8 " 1 !-^^]- 

ou A T : T <^-> T x s T, A T : X x T X ^ X x s X et A x/T : X ^ X x T X sont les 
immersions diagonales (comparer a [Bo] Ch. VIII, §14.3). 
On a enfin un foncteur de dualite 

D : D h coh (V x/T )°™ -> D c b oh (P x/T ) 

defini par 

£>(•) = i?Hpm Px/T ( • ,V X/T ® 0x (O^)®" 1 ) ® w -i (0t) -k^^ S [d x/T + d T ] 
(cf. [Bo] Ch. VI, §3.6). 

D 

Compte tenu de ces rappels, on a 

n-)=pr\{(V,V) ® ! (p~r,^) ! (-))M 

et 

^(•) = (pr,^) + ((P,V)® ! pr^ ! (-))[2<7]. 

Proposition (3.3.2). — Soit f : A\ — > A 2 wn morphisme S-schemas abeliens, avec 
Ai purement de dimension relative gi (i = 1,2), et soit : A\ — > /e morphisme 
transpose. Alors on a les couples d'isomorphismes canoniques de foncteurs 

'Kof+ZiRfVoftiWig-l-gz)], 
f + oF\^FloRf*{.)[g-l-g 2 ], 

avec Rf v (-) = Lf**(.)[2(g 2 - 9l )], et 

F\oRfl{.)[g-l-g 2 )^foFl 

oil Ti et T\ sont les foncteurs T et pour le S -schema abelien Ai (i = 1, 2). 
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Preuve : Les premiers isomorphismes de chaque couple resultent formellement du 
theoreme de changement de base, de la formule des projections et de l'isomorphisme 
canonique 

(/" x id Al J^(V 1 ,V 1 )[3(g-l-g 2 )] = (id A , x /) ! (P 2 ,V 2 ). 

2 

Quant aux seconds, ils se deduisent des premiers par le theoreme (3.2.1). 



D 



On appelle produits de convolution et on note par 

(•) *v (•) : D h qcoh (V A/s ) x D h qcoh (V A/s ) -> D h qcoh (V A/s ) 

et 

(•) (') : D\ coh {0 A ,) x D%^{0 M ) - D h qcoh ((D A >) 
les foncteurs definis par 

(•)*!> (•) = **+((•)*(•)) 

et 

(.)*" (-) = ^((-)^(-)) 
(on rappelle que /i : A x 5 A — > A et /z^ : A 11 x 5 — > A 11 sont les lois de groupe) . 

Corollaire (3.3.3). — On a des couples d 'isomorphismes canoniques de foncteurs 

H-)*v{-)) = H-)®o A , 

L 



et 



^(•W^(') = ^((-)®o A , (•))[-</], 
\^(.) *^(-)=^((-)®s(-))- 

D 

Proposition (3.3.4). - - Considerons les foncteurs de dualite D : D^ oh (V A / S ) opp — > 
DIJPa/s) (Pour (X,T) = (A, S)) et : D h coh (0 A ,)°™ -> £^(0 A O (pour (X,T) = 
(A^, A^)) definis en (3.3.1). Alors, on a des isomorphismes canoniques de foncteurs 

oT = (-1)** oFo D{-)[2g] 

et 

DoT^ = (-l)*o^ oZ)l 



TRANSFORMATION DE FOURIER 



23 



Preuve : Les seconds isomorphismes se deduisent des premiers a l'aide du theoreme 
(3.2.1). Quant aux premiers, ils resultent des isomorphismes suivants : avec les notations 
de (3.3.1), on a 

Dof + ^f + oD 

si / est propre, on a 

D((jC, V) ® ! (•)) = (4 V)®" 1 ® ! D(-) ® w _ 10r n-\Sl d T - s )® 2 [2d x/T + 2d T ] 
si (£, V) est un Cx-Module inversible a connexion integrable relative a T et on a 

(/W(W)®o x , (n£ 7 x)M-*]^'°(/W(0 

si a est lisse, purement de dimension relative n, ou D' est le foncteur de dualite pour 

x'/r. 

D 

4. Groupes algebriques et groupes formels sur un corps de caracteristique 
nulle : rappels. 

(4.1) Dans toute la suite de cet article, on fixe un corps k de caracteristique nulle et 
une cloture algebrique k de k. 

On appellera simplement k-groupes algegriques les /c-schemas en groupes abeliens qui 
sont separes et de type fini en tant que /c-schemas. Puisque k est de caracteristique nulle, 
le schema sous-jacent a tout /c-groupe algebrique est lisse et de dimension pure sur k 
(dimension notee dans la suite da) et on a : 

Proposition (4.1.1). — (i) La categorie des k-groupes algebriques est abelienne. 
(ii) Tout k-groupe algebrique G admet le devissage canonique 

l—>G°-^G—> G/G° -> 1, 
l—>L—>G°—>A—>0, 

ou : 

• G° est la composante neutre de G et G/G° est fini et etale sur k, 

• L est le plus petit sous-groupe algebrique de G° tel que G°/L soit propre sur 
k, L est affine et A est un k- schema abelien, 

• T est le plus grand k-tore contenu dans L et V est un k-vectoriel. 

De plus, L est aussi le plus grand sous-k-groupe algebrique affine et connexe de G° 
et I 'extension de V par T est canoniquement scindee, de sorte que L est canoniquement 
isomorphe au produit direct T V. 
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Preuve : Voir [SGA3] Expose VI A et [Se] Ch. Ill, §7, Prop. 11 et Prop. 12. Q 
Bien sur, on a 

do = dc» = d L + d,A = d T + d v + dA 
et on a des isomorphismes non canoniques 

T® k k' = (G m , fc dT 

et 

V (G a , k ) dv 

de groupes algebriques sur k' et k respectivement, ou k' est une extension finie de k 
contenue dans k convenable. 

(4.2) On appellera simplement k- groupes formels les fc-schemas formels affines en 
groupes abeliens Q (on note additivement la loi de groupe) tels que Paction naturelle 
de Gal(k/k) sur G(k) se factorise a travers le quotient Gal(/c'//c) pour une extension finie 
k' de k dans k, que G{k) = G(k') soit un groupe abelien de type fini et que la /c-algebre 
topologique Og$ soit un quotient d'une /c-algebre de series formelles en un nombre fini 
d'indeterminees (i.e. topologiquement de type fini). Puisque k est de caracteristique nulle, 
tout /c-groupe formel est formellement lisse et de dimension pure dg pour un certain entier 
dg > 0, i.e. Og t o est une /c-algebre de series formelles en dg indeterminees, et on a : 

Proposition (4.2.1). — (i) La categorie des k- groupes formels est abelienne. 
(ii) Tout k-groupe formel G admet le devissage canonique suivant : 

-> G° -> G -> G 6t -> 0, 

(jet _> /jet /jet n 
u ^ ^tors ^ » ^ »lib U ' 

• G° est la composante neutre de G et G et est Stale sur k, 

• ^tors es t l e pl> us 9 ran d sous-k-schSma en groupes de G et dont le k-schSma sous- 
jacent est fini et Stale et Gf^ik') est un groupe abelien libre de rang fini. 

De plus, V extension de G et par G° est canoniquement scindSe, de sorte que G est 
canoniquement isomorphe au produit direct G° Xk G et ■ 

Preuve : Voir [Fo] Ch. I, 6.6 et §7. Q 
Bien sur, on a 

dg = dgo 

et, si on note rg le rang du groupe abelien de type fini G(k'), i.e. rg = dimQ(Q <g> G(k')), 
on a 

r g = rgct = rgst h . 
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En outre, on a des isomorphismes non canoniques de /c-groupes formels 

gO * ( g0 k) d 9 

et de groupes abeliens 

ou G° k est le /c-groupe formel additif connexe (i.e. Spf(fc[[x]]) avec co-multiplication 

xt—>x<8)l + l<g)x). 

(4.3) Soit AS/k la categorie des /c-schemas affines munie de la topologie fppf. On 
notera Ens/fc (resp. Ab/k) la categorie des faisceaux d'ensembles (resp. de groupes 
abeliens) sur le site ainsi defini. 

On identifie la categorie des /c-schemas a une sous-categorie pleine de Ens/fc de la 
maniere habituelle : au fc-schema X on associe le faisceau de valeur X(R) sur Spec(i?). 
En particulier, on identifiera la categorie des /c-groupes algebriques a une sous-categorie 
pleine de Ab/k, sous-categorie que Ton notera dans la suite Gr.alg/fc. 

De meme on identifie la categorie des /c-schemas formels affines a une sous-categorie 
pleine de Ens//c : au /c-schema formel affine X = Spf(A), on associe le faisceau de valeur 
sur tout /c-schema affine Spec(i?) l'ensemble X{R) des homomorphismes continus de k- 
algebres de A dans R, la /c-algebre R etant munie de la topologie discrete. En particulier, 
on identifiera la categorie des /c-groupes formels a une sous-categorie pleine Gr.form//c 
deAb/k. 

Proposition (4.3.1). — (i) Si f est une fleche dans Gr.alg//c (resp. Gr.form//c) ; les 
noyau et conoyau de f calcules dans Gr.alg/A; (resp. Gr.form//c) sont aussi des noyau 
et conoyau de f calcules dans Ab/k. 

(ii) Si 

-> F' -> F -> F" -> 

est une suite exacte dans Ab/k et si F' et F" sont isomorphes a des objets de Gr.alg/A; 
(resp. Gr.form//c), il en est de meme de F. 

u 



5. La categorie des 1-motifs generalises ; dualite de Cartier. 

(5.1) On garde les notations du numero precedent. On note C^~ 1,0 ^ (Ab/k) la categorie 
abelienne des complexes dans Ab/k concentres en degres —1 et 0. 

Definition (5.1.1). — Un 1 -motif generalise sur k est un objet M de C^ 1 ^ (Ab/k) 
de la forme M = [Q — ^ G], ou Q est un k-groupe formel sans torsion (Gtors = (0)) e ^ °^ 
G est un k-groupe algebrique connexe (G = G°). 
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La categorie Mot /A; des 1-motifs generalises sur k est la sous-categorie pleine de 
C[ _1 '°](Ab/fc) dont les objets sont les 1-motifs generalises sur k. 

Remarque (5.1.2). — Un 1-motif sur k au sens de [De] (10.1) est un 1-motif generalise 
sur k tel que Q° = (0), Q et = Qff h est constant (de valeur un Z-module libre note X dans 
loc. cit.) et ou G est une extension d'un fc-schema abelien A par un /c-tore deploye T. 

D 

Proposition (5.1.3). — La categorie Mot /A; est une categorie exacte dans laquelle 
toute fleche admet un noyau et un conoyau. 
Les suites exactes dans Mot/ k sont les suites 

-> M' -> M -> M" -> 

£e/Zes gite Zes suites correspondantes 

-> G' -> G -> G" -> 

(iaras Gr.alg/A; 

tiaras Gr. form/A; soient toutes les deux exactes. 
Preuve : Soit 

/ = (f G Jg) : M 1 = G 1 ] - [0 2 G 2 ] = M 2 

un morphisme dans Mot/ A;. Posons 

G; = Ker(/ G )°, 

^ = Ker(/ )n«r 1 (Gi), 

u[ = Ul \g[ ■. g[ ^ G[, 

6t G 2 ' = Coker(/ G )/U 2 (Coker(/ e )^ s ), 

Q'i = Coker(/ g )/Coker(/ g )^ rs , 
u 2 : G'i ~* (*2 m duit par w 2 , 

u 

ou w 2 : Coker(/g) — > Coker(/ G ) est le morphisme induit par 1/2 • Mors M[ = [G[ G;] 

est un noyau de / et M^' = [Q 2 ' — ^ G 2 '] est un conoyau de /. 

En outre, / est un monomorphisme strict (resp. un epimorphisme strict) si et seulement 
si fc et fg sont des monomorphismes (resp des epimorphismes) et si Coker(/g) est sans 
torsion (resp. Ker(fo) est connexe). 

Comme la classe des A>groupes algebriques connexes et celle des A>groupes formels 
sans torsion sont stables par extension dans Ab/k (cf. (4.3.1) (ii)), on verifie facilement 
que : 
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• la classe des monomorphismes stricts (resp. epimorphismes stricts) est stable 
par composition, 

• tout "push-out" (resp. "pull-back") d'un mono morphisme strict (resp. epimor- 
phisme strict) est representable dans Mot/ A; par un monomorphisme strict (resp. 
epimorphisme strict), 

• si un morphisme compose de Mot/fc, 

M -L>M' -A M" 

est un monomorphisme strict (resp. un epimorphisme strict), il en est de meme de /' 
(resp. /")• 

Ceci acheve la preuve de la proposition. 

D 

(5.2) Rappelons que la dualite de Cartier (cf. [SGA3] VII B , (2.2.2)) induit une anti- 
equivalence de categories abeliennes entre Gr.alg//c et Gr.form/fc. 

Plus precisement, si G (resp. Q) est un /c-groupe algebrique affine (resp. un /c-groupe 
formel), le faisceau de groupes abeliens sur Ab/k 

(resp. 

Hom Ab/yt (£,G m , fc )) 

est representable par un /c-groupe formel Q' (resp. un /c-groupe algebrique affine G'), 
appele le dual de Cartier de G (resp. Q). Les foncteurs contravariants G i— > Q' et Q \— > G' 
sont exacts et quasi-inverses l'un de l'autre. Si G est connexe (resp. Q est sans torsion), 
Q 1 est sans torsion (resp. G' est connexe). Si G est un /c-tore (resp. Q est etale sans 
torsion), Q' est etale sans torsion (resp. G' est un fc-tore). Si G est un /c-vectoriel (resp. 
Q est connexe), Q' est connexe (resp. G' est un fc-vectoriel) . Enfin, on a 

da = dg> + rg> 

(resp. 

dg + rg = da> ). 

On se propose maintenant de prolonger la dualite de Cartier ci-dessus et la dualite 
pour les /c-schemas abeliens consideree dans la section 1 en une dualite pour les 1-motifs 
generalises. On veut bien entendu que cette dualite prolonge aussi la dualite pour les 
1-motifs definie par Deligne dans [De] (10.2.11). 

Commengons par montrer le lemme suivant. 
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Lemme (5.2.1). — Soient A un k-schema abelien de dual A' et Q un k-groupe formel 
sans torsion de dual de Cartier le k-groupe algebrique affine connexe V . Alors, les classes 
d 'extensions G' de A' par L' (dans Ab/k ou ce qui revient au meme dans Gr.alg//c) 
sont en bijection avec les fleches Q — > A dans Ab/k. 

Preuve : Comme on a les decompositions Q = Q° x k Q et et V = T' x k V' en dualite, 
il suffit de traiter separement les cas Q etale et Q connexe. 

Si Q est etale, V = T' est un /c-tore. Par descente galoisienne et par additivite, on est 
ramene au cas Q(k) = Z avec action triviale de Gal(k/k) et T' = Grn,k- Alors la bijection 
cherchee associe la classe d'extension t(a) G A"(k) de A' par G mj fc a la fleche Q — > A qui 
envoie 1 G Z = G(k) sur a G A(k). 

Si Q est connexe, L' = V est aussi le /c-vectoriel dual du /c-vectoriel Lie(£?) (algebre 
de Lie de Q). Par suite la bijection cherchee associe a une fleche u : Q — > A l'extension 
de A' par V' deduite de l'extension vectorielle universelle A^ par "push-out" via la fleche 
— > V transposee de la fleche Lie(-u) : Lie(Q) — > Lie(A) = e*T A / k . 

u 

Soit maintenant M = [Q G] un 1-motif generalise sur k. Le /c-groupe algebrique 
G admet le devissage canonique 

1 -»• L^G -> A^O 

ou L est affine et A est un /c-schema abelien (cf. (4.1.1) (ii)). On note Q — — > A la fleche 
composee de tt et de la projection G -» A. Soit Q' le dual de Cartier de L, L' celui de Q 
et A' le /c-schema abelien dual de A. 

D'apres le lemme ci-dessus, la fleche u definit une extension G' de A' par L' et 

l'extension G de A par L definit une fleche Q' A' . 

Proposition (5.2.2). — Soient Q, Q' , G, G' , u etu' comme ci-dessus. Alors, la donnee 

d'une fleche Q — —> G relevant u equivaut a la donnee d'une fleche Q' G' relevant u' . 

Preuve : Soient E l'extension de Q par L "pull-back" de l'extension G de A par L 
via u : Q — > A et E' l'extension de Q' par V "pull-back" de l'extension G' de A' par L' 
via u' : Q' — > A'. Les donnees de u et u' sont equivalentes a des scindages de E et E' 
respectivement. II ne reste plus qu'a remarquer que les suites exactes 

i -»• e ^0 

et 

1 -> l! -> -> 0' -> 

dans Ab/k se deduisent l'une de l'autre par application du foncteur Hom Ab ^( • , G m) jt), 
de sorte que scinder l'une de ces suites exactes equivaut a scinder l'autre. 

D 
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Definition (5.2.3). — Le dual du 1-motif generalise M sur k est le 1 -motif generalise 

M' = [Q' G'} 

construit ci-dessus. 

Soit Q le Oqi Xfe G-Module inversible image reciproque par la projection canonique 
G' x k G -» A' x k A du Module de Poincare V. Alors Q est trivialise le long de 
(G' x fc {0}) U ({0'} x k G) et satisfait le theoreme du carre aussi bien pour le G'-schema en 
groupes G' x k G que pour le G-schema en groupes G' x k G. On laisse le soin au lecteur 
de verifier que : 

• (idc x «)*Q (resp. (v! x idc)*Q) est canoniquement trivialise en tant que 
OcxkG -Module (resp. Og/ Xfe G-Module) inversible rigidifie et satisfaisant le theoreme du 
carre pour le G'-schema formel en groupes G' x k Q (resp. pour le G-schema formel en 
groupes Q' x k G), 

• ces trivialisations de (idc xu)*Q et {u'xidoYQ induisent lameme trivilisation 

de 

(u' X idg)*(id G , X u)*Q = {idg, X u)*{u' X id G )*Q. 

En d'autres termes, le G m) jt-torseur sur G' x k G associe a Q est muni d'une structure 
de bi-extension de M et M' par G mtk au sens de Deligne (cf. [De] (10.2.1)). Le Oo'x k G- 
Module Q muni des structures supplementaires que Ton vient d'expliciter sera encore dit 
de Poincare. 

II resulte du caractere symetrique de la construction de M' que Ton a un isomorphisme 
de bi-dualite dans Mot/fc, fonctoriel en M, 

(5.2.4) l : M —> M" , 

grace auquel on peut identifier le Module de Poincare Q! pour M' au Module de Poincare 
Q pour M (a permutation des facteurs pres). 

On laisse au lecteur le soin de donner une description autoduale de la categorie Mot/ k 
qui generalise [De] (10.2.13). 

Terminons cette section avec quelques exemples de paires de 1-motifs generalises sur 
k en dualite. 

Exemples (5.2.5). — (i) Soient V et W deux /c-vectoriels et W — — > V un homomor- 

phisme de /c-vectoriels, de transpose V W . Notons W° et V'° les completes formels 

a l'origine de W et V et notons encore W° — —> V et V'° W les restrictions de u et 

v! a W° et V'° respectivement. Alors, M = [W° V] et M' = [V'° W') sont deux 
1-motifs generalises en dualite. 

(ii) Soit T un /c-tore de dual de Cartier le /c-groupe formel etale sans torsion X. 
Notons simplement T le fc-vectoriel des 1-formes differentielles (relatives a k) invariantes 
sur T, i.e. 

fi T = (f2 T/fc )(i), 
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et notons T° le complete a l'origine de T et T° ^ T la fleche canonique. Alors, 
M=[f° ^ T] et M' = [X^> fi T ], ou 

can'(x) = x*{—) (VieX), 

t 

sont deux 1-motifs generalises en dualite (dt/t est la 1-forme differentielle invariante 
standard sur G mj k = Spec(/c[t, t -1 ])). 

(iii) Soient A un /c-schema abelien et l'extension vectorielle universelle du schema 
abelien dual de A. Alors, M = [A A], ou A est le complete a l'origine de A et 
A A est la fleche canonique, et M' = [0 — > A 11 ] sont deux 1-motifs generalises en 
dualite. 

6. Modules quasi-coherents et coherents sur les 1-motifs generalises sur k. 

(6.1) Soit M = [Q — G] un 1-motif generalise sur /c (toujours suppose de 
caracteristique nulle). Posons 

ou u° est la restriction de u h Q°, notons V le dual de Cartier de Q°, de sorte que 

H°(V',O v ,) = Sym ! :(Ue(g )), 

et introduisons la Oc-Algebre quasi-coherente (associative, unitaire, mais non commu- 
tative en general) 

V M o =0 G ® k H\V\O v ,) 
dont la multiplication est determinee par la regie : 

(<pi ® CO • (^2 ® (6 • • -£n)) = (v?i^ 2 ) ® (£i£ 2 •••&») + (^iLie(w°)(a)(^)) ® (6 •••£„) 

pour toutes sections locales ipi, ip2 de (9g et tous £i, £2, • • • , £,n £ Lie(t?°). 

On rappelle que £ se decompose canoniquement en le produit ^x^ £ et et que £ et se 
deploie sur une extension finie k' de k dans k, ce qui permet de voir Q et (k') comme un 
sous-goupe de Q{k'). 

Definition (6.1.1). - - Un Module sur M est un V M o -Module M muni d'une Q et - 
structure, i.e. d'une famille d'isomorphismes de (Uk>® k M°)-Modules 

«* : < {x) (k' ® fc M) (k' ® fc M) (Vx G G 6t (k')), 

ou on a note t u ^ : k' ®& G — > fc' ®fc G /a translation par u{x) G G(k'), satisfaisant a la 
condition de co- cycle 

a x > +x = a x > oT* (x/) (a x ) (Vx,x' G £ et (A/)) 
a /a condition de descente galoisienne 

(Spec(a) x id G )*(a x ) = a a(a;) (Va G Gal(fc'/A0, Vx G Q 6t (k')). 
Un tel Module est dit quasi- coherent si le O Q-Module sous-jacent est quasi- coherent. 

u 
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Rappelons que, pour tout /c-schema X et tout Ox-Module quasi-coherent M., la fleche 
d'adjonction 

M -> (k' ® k M) G * k 'M = (a*a*M) G& W/ k \ 
ou a : k' ®k X X est la projection canonique, est un isomorphisme. 

Cas particuliers (6.1.2). — (i) Si Q = (0), un Module (quasi-coherent) sur M n'est 
rien d'autre qu'un C?g- Module (quasi- coherent). 

(ii) Si Q est le complete formel G° de G a l'origine et si u est la fleche canonique 
G° G, un Module (quasi-coherent) sur M n'est rien d'autre qu'un £>G-Module (quasi- 
coherent), ou Vq = T>m° est la Oc-Algebre des operateurs differentials (relatifs a k) sur 

(iii) Si Q° = (0) et si Q et est constant de valeur le groupe abelien libre de rang fini 
X , un Module (quasi-coherent) sur M est un C^-Module (quasi-coherent) X-equi variant. 

On notera M qco h(M) la categorie abelienne des Modules quasi-coherents sur M et 
-Dqcoh(-A^) sa categorie derivee. On a les sous-categories habituelles D^ coh (M), D^ coh (M), 
... de D q coh(M). 

Pour tout morphisme / = (fg,fo) '■ Mi — > M 2 de 1-motifs generalises sur k, nous 
allons maintenant definir des foncteurs 

: D h qcoh (Mi) ^ D h qcoh (M 2 ) 

et 

/' = D h qcoh (M 2 ) -> ^ coh (M0. 

Le morphisme fg etant le produit direct de sa composante connexe fgo : — > e t 
de sa composante etale /got : Qf — > C/fS on a une factorisation canonique 

Ml X M 2 ^N' 2 ^M! 2 ^N 2 ^M 2 

de / : Mi -> M 2 , ou 

= [Si ^ Ga ] 

/' = (id, / G ) 
hogoh'og' = (fg, id), 

M> = [g°x k g?^^G 2 ] 

h'og'=(f°xid,id) 
hog=(idx fl\ id), 

</=((id,/°)xid,id) 
= (Wgo x id, id), 
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et 

^=(idx(id,/| t ),id) 
h = (id x piget, id), 

et, bien entendu, on veut que 

/* = h* ° #* o /i* og'^o fl 

et que 

/ = J ° 9 h ° g ° h . 
II suffit done de definir /*.Mi pour chaque .Mi G ob£>+ oh (Mi) et f M 2 pour chaque 
M 2 £ oh D^ coh (M 2 ) dans les cinq cas particuliers suivants : 

(1) fg = id, 

(2) fgo est un monomorphisme muni d'une retraction, fgtt = id et fa = id, 

(3) fgo est un epimorphisme muni d'une section, fget = id et fa = id, 

(4) fgo = id, fgit est un monomorphisme muni d'une retraction et fa = id, 

(5) fgo = id, /get est un epimorphisme muni d'une section et fa = id. 

Dans le cas particulier (1), l'image directe ordinaire Rfo*.Mi et l'image inverse 
extraordinaire f f QM 2 au sens des O-Modules sont trivialement munies de structures 
de complexes de Modules quasi-coherents sur M 2 et Mi respectivement. Ces complexes 
sont par definition f*A4.\ et f'Ai 2 . 

Dans le cas particulier (2), on peut identifier fgo : — > Q\ a 

(id,0) :G°^G°x k H, 

ou TC est le noyau de la retraction, et on a alors 

V M ° = V M o ® k Sym*(Lie(ft)) 

= O g ® k Sym^(Lie(^ )) ® k Sym*(Lie(H)). 

On pose d'une part 

(n d T? /k )( )=/\ilom k (Ue(H),k) 
k 

et 

UM* = Mi ® k Sjm k .(Ue(H)) ® fc c^®" 1 
avec la structure de V M o -Module a gauche definie par 

(1 <g> 1 <g> Ci) • (mi ® (Ci Ql • • • C?) ® (Ci A • • • A Cd)) 

= -mi ® (cr • • • c^rcr i+1 cr • • • o ® (a a • • • a q), 
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(ip <g> 1 <g> 1) • (mi <g> 1 <g> (Ci A • • • A Cd)) = • mi) (8) 1 (8) (Ci A • • • A Cd) 

et 

(1 <g> £ ® 1) • (mi ® 1 <g) (Ci A • • • A Cd)) = (f • ^i) <g> 1 <g> (Ci A • • • A Cd) 

pour toute base (Ci>--->Cd) de Lie(7Y), tout <i-uplet (ai,...,aa) d'entiers > 0, tout 
i = toute section locale mi de .Mi, toute section locale <p de Oq et tout 

£ G Lie(Cq°), et avec la ^-structure induite par la (^-structure de M.\. On pose d'autre 
part 

f-M 2 = p(M 2 ) 

ou p(Ai 2 ) est le Module sur M\ deduit du Module Ai 2 par oubli de Paction de 
Sym^(Lie(7Y)), avec la ^-structure induite par la ^-structure de M.\. 
Dans la cas particulier (3) , on peut identifier fgo : 5f ^ ^ 

pv g o :G° 2 x k n^Gl 

ou H est le noyau de fgo, et on a alors 

Z>m° = Z>m° ®fc Sym^(Lie(H)) 

(produit tensoriel de fc-Algebres) . On fait agir Sym^(Lie(7i)) sur le /c-espace vectoriel u-j-i 
a travers l'augmentation canonique Sym^(Lie(7i)) -» k. On pose d'une part 

L 

f*Ml = U H ®Sym^(Lie(H)) M l' 

vu comme D M o-Module, avec la ^-structure induite par la (/^-structure de M.\. On 
pose d'autre part 

f-M 2 = M 2 ® k u®- 1 

avec Faction de V M o produit tensoriel de Taction donnee de V M o sur M. 2 et de Taction 

de Sym^(Lie(7Y)) sur oof^ 1 a travers l'augmentation canonique et avec la ^-structure 
induite par la ^-structure de M.\. 

Dans le cas particulier (4), on peut identifier fgtt : Qf — > & 

(id,o) -.gt^gtxkH, 

ou Tt est le noyau de la retraction. On pose d'une part 

rn ■ Gal(fc'/fc) 



UH ^ (A Hom fe'-gr(^' ®k H, G aj fc')) 



et 

Gal(fc'/fc) 



/ \ local (K /K) 

f*Mi=[ T* f(y) (k'® k Mi)) ® K u®-\ 
yen(k') 
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muni de la structure de £> M o-Module induite par la structure de £> M o-Module de M.\ et 
muni de la ^-structure naturelle : pour tout x 2 = (z,x\) G H(k') x Qf t (k') = Qf'{k'), 
on a l'isomorphisme 

y y 



y 



ou y parcourt TC(k'). On pose d'autre part 

fM 2 = p(M 2 ) ®kuj n , 

ou p{M. 2 ) est le Module sur Mi deduit du Module M 2 sur M 2 par oubli de la 7Y-structure. 
Dans le cas particulier (5), on peut identifier fget : Qf — > Qf a 

ou 7i est le noyau de /got. On fait agir k[H(k')] sur le /c-espace vectoriel a travers 
l'augmentation canonique k[H(k')] -» k. On pose d'une part 



f*Mi = (u n ® k [n{k')] (k' ®k -Mi)) 



Gal(fe'/fe) 



avec la structure de £> M o-Module induite par la structure de P M o-Module de M.\ et la 
^-structure deduite de la (/^-structure de M.\ par oubli de Taction de TL. On pose 
d'autre part 

f-M 2 = M 2 ® k u®~ 1 

avec la structure de £> M o-Module induite par la structure de £> M o-Module de M 2 et avec 
la ^-structure produit tensoriel de la ^^-structure donnee sur M 2 et de la H-structure 
triviale sur ojf^ 1 . 

On laissera au lecteur le soin de verifier que, pour tout morphisme compose 

M l ^M 2 ^ M 3 

dans la categorie des 1-motifs generalises, on a des isomorphismes de transitivite 

(g ° /)* - g*° f* 

et 

(^o/) ! =/ ! o^ ! . 

Exemples (6.1.3). - - (i) Pour / = (0, f G ) : [0 -> d] -> [0 -> G 2 ], f* et f sont 
respectivement l'image directe ordinaire -R/g* et l'image inverse extraordinaire pour 
les C-Modules. 
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(ii) Pour / = Qg-i fa) '■ [Gi G\] — > [G® — > G2], f* et / ! sont respect ivement 
l'image directe ordinaire fc+ et 1'image inverse extraordinaire f G pour les D-Modules a 
gauche (cf. [Bo] §4 et §5 ou les rappels (3.3.1)). 

(iii) Pour / = (0, id G ) :[0—>G}—> [G° ™G],ona 

/*(•) = (0®o o Z>g, 

ou 

2>g = ®0 G (fig 3 /,)®" 1 

est muni de sa structure de (Oq, £V?)-bi-Module gauche-gauche naturelle (cf. [Bo] §3), 
et on a 

ou p : -Dq CO h(^ , G) — ► -Dqcoh(^G) est le foncteur d'oubli de la structure de De-Module. 

(iv) Pour M = [X -> G], ou X est un Z-module libre de rang fini r, avec action 
triviale de Gal(k' /k), et pour / : M — > [0 — > 0] = Spec(fc) la projection canonique, /* est 
le foncteur de cohomologie equivariante 

RT X (G, ■)[r] = RT(X,RT(G, -))[r] 

puisque Ton a la resolution canonique 

2 

k^k[X]^k[X] ® Z X W ^k[X] ® z f\X v 

r — 1 r r 

>fc[X] ® z /\X V ^A;[X] ® Z /\X W -» k® z [\X w = u x , 



ou la differentielle 



est definie par 



i+l 

V 



k[X] (g) Z /\X V ^ k[X] ® z f\x 



[x] <S> (xi A ■ ■ ■ xY) I— > ^(ej, x> [a; - e,-] ® (ej Ax^ A • • • x^) 

3=1 

si (ej)^^!,...^ est une base de X et si $^=1 ® ej G X <g> X v est l'element qui est envoye 
sur l'identite par risomorphisme canonique de X ®i X w sur Endz(^). 

(v) Pour M = [Q — > G] arbitraire et pour / : M — > [0 — > 0] = Spec(fc) la projection 
canonique, on a 

fk = O g <g> fc uj M [dG] 
avec sa structure naturelle de Module sur M, ou on a pose 

CUM = IjJq® ^f _1 



36 



G. LAUMON 



avec 
et 

UJg = UJgo ® k UJg6t = (^go/ k )(l) ®fc (^/\ Hom fc /_ gr (W ® k H, G a>fc ' ) J 



D 



Si M' = [£' G'] et M" = [Q" G"] sont deux 1-motifs generalises, on dispose 
aussi d'un produit tensor iel externe 

(■) M (■) : D* coh (M') x D h qcoh (M") -> D q b coh (M' x M"), 

ou M' x M" = [0' x fc 0" M ' XM " > G' x k G"]. Par suite, si M = {Q G] est un 1-motif 
generalise, on peut definir un produit tensoriel interne 

(•) ®' (') : ^qcoh(M) x D q b coh (M) - D q b coh (M) 

par 

(•)® ! (-) = a m ((W)), 

ou Am = (Ag, Ag) : M — > M x M est le morphisme diagonal. 
On notera simplement 

(•) ® k (•) : D h qcoh (M) x D b (fc) - ^ coh (M) 

le foncteur (•) (g> ! 7r(-) pour n : M — > Spec(fc) le morphisme canonique (ce foncteur n'est 
autre que le foncteur (•) B (•) pour M x = M et M 2 = [0 -> 0] puisque M x fc [0 -> 0] 
s'identifie canoniquement a M). 

On laisse au lecteur le soin de deduire la proposition suivante des resultats analogues 
pour les C-Modules (cf. [Ha]). 

Proposition (6.1.4). — (i) (Changement de base) Pour tout carre cartesien 

M[ ^ M 1 



f 



f 



M' 2 — ► M 2 

OL2 



dans Mot/ A; tel que fa et fg soient des epimorphism.es, les foncteurs a 2 ° /* e ^ /* ° a i 
de _Dq Coh (Mi) dans -Dq CO h(-^2) son ^ naturellement isomorphes. 

(ii) (Formule des projections) Pour tout morphisme f : Mi — > M 2 dans Mot/fc, 
tes /oncto /*((•) ® ! / ! (-)) /*(•) ® ! (•) de D^M^ x D^JM,) dans ^ coh (M 2 ) 
scm£ naturellement isomorphes. 
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(iii) (Compatibilite au produit externe) Pour tous morphismes f : M[ — > M' 2 et 
f" : M'{ -> Ml[ dans Mot/k, les foncteurs fi(-) Kl /^(-) et (/' x /")*((•) B (•)) <*e 
^ coh (M{) x D* coh (M>') dans D h qcoh (M^ x Mj') d'une part et les foncteurs /"(•) M /'"(•) 
et (/' x /")'((•) El (•)) de D^ coh (Mi) x D* coh (M>>) dans D* coh (M> x M>>) d'autre part 
sont naturellement isomorphes. 

D 

Remarque 6.1.5. — L'hypothese de l'enonce de changement de base n'est certainement 
pas l'hypothese optimale. On laisse au lecteur le soin d'introduire une notion de "Tor- 
independance" pour deux morphismes / : M\ — > Mi et «2 : M' 2 — ► M2 qui generalise la 
notion de Tor-independance pour les morphismes de schemas et qui soit une hypothese 
sumsante pour le changement de base (cf. [SGA6] Ch. IV, Prop. 3.1.0). Bien entendu, 
cette hypothese de Tor-independance doit etre automatiquement verifiee dans le cas ou 
fa et fg sont tous les deux des epimorphismes. 

D 



(6.2) Soit M = [Q G] un 1-motif generalise sur k. Pour tout O^-Module quasi- 
coherent J 7 , on notera 

Ind£ {T) 

le Module quasi-coherent sur le M induit par T . Par definition, Ind^(jF) est le V M o- 
Module 

xeG 6t (k') 

muni de la £ et -structure evidente. On a encore 

Ind^)=Ind^o(Ind^V)), 

ou 

Ind^°(.F) =V M o ® 0a J= 

et 

/ ^ \Gal(fc'/fc) 

Ind^ (^°)=( r: (x) (k' ® fc M )) 
xeG 6t (k') 

pour tout "Dm -Module quasi-coherent M°. 

Pour tout Module quasi-coherent M sur M, de Oc-Module sous-jacent p{M), on a 
une fleche d'adjonction 

Ind^ (p(M)) -> ® fc ^)Gal(fc'/fc) = ^ 



qui est clairement un epimorphisme de Modules sur M. 



38 



G. LAUMON 



Definition (6.2.1). — Un Module coherent sur M est un Module quasi- coherent M. sur 
M pour lequel on puisse trouver au moins un Oc-Module coherent T et un epimorphisme 

Ind^ {F) -» M 

de Modules quasi- coherents sur M . 

Lemme (6.2.2). — (i) Pour tout ouvert affine U de G, Vanneau V M o (U) est noetherien. 

(ii) L'Anneau T> M o est coherent et un Module coherent sur M° n'est rien d 'autre 
qu 'un V M o -Module a gauche coherent. 

Preuve : On peut munir PAnneau V M o de la nitration croissante et exhaustive 

i 

V M o,i = O g ® k (QSym^Lie^ ))) 

i=i 

dont le gradue associe est l'Anneau (maintenant commutatif) 

grJ> M o = Sym*(0 G ® fc Lie(£ )). 
On conclut alors comme dans [Bo] Ch. II, §3. 

D 

On notera M coh (M) la sous-categorie (strictement) pleine de M qcoh (M) dont les objets 
sont les Modules coherents. 

Proposition (6.2.3). — La categorie abelienne M qco h(M) est localement noetherienne 
et les objets de M co h(M) sont exactement les objets noetheriens de M qco h(Af). En 
particulier, M co h(M) est une sous-categorie abelienne de M qco h(M) stable par sous- 
objets, quotients et extensions. 

Preuve (Thomasson) : II sufht de montrer que tout Module quasi- coherent sur M est 
limite inductive de ses sous-objets coherents et que les Modules coherents sur M sont 
exactement les objets noetheriens de M qco h(M). 

Mais tout Module quasi-coherent M. sur M est un quotient de Ind^f (p(.M)) et p{Ai) 
est la limite inductive de ses sous-O^-Modules coherents. Par suite M. est bien la 
limite inductive de ses sous-Modules coherents. En particulier, tout objet noetherien 
de M qC oh(Af) est necessairement coherent. 

Inversement, montrons que tout Module coherent M. sur M est noetherien. L'action 
de Gal(/c'//c) sur Q et (k') se factorise a travers un quotient fini Gal(/c'//c) et done, quitte a 
etendre les scalaires de k a k', on peut supposer que Q et est constant de valeur un groupe 
abelien X libre de rang fini r. On procede alors par recurrence sur r. Si r = 0, Passertion 
resulte immediatement du lemme (6.2.2). Si r > 0, on decompose X en Z x X' et on 
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suppose par recurrence que tout Module coherent Ai' sur M' = [Q° x X' — > G] est 
noetherien (v! est la restriction de u a Q° x X' C Q° x X). Puisque A1 est coherent, on 
peut trouver un Module coherent M 1 sur M' et un epimorphisme 



7r:IiKiiS,(A<O = 0r; (4>o) A<^A<. 

Dans un premier temps, montrons que, pour tout sous-Module quasi-coherent M de 
Ai, il existe un entier i tel que 

M = E <0',o) (A/" n ttCM' © r: (1)0) M' © • • • © r; M) M')) • 
Pour cela, posons 

pour chaque entier i > et remarquons que 

A/"q c A/"i c A/" 2 ' c ■ ■ ■ c A4'. 

Alors, comme Ai' est noetherien, il existe un entier i$ > tel que A/J = A// pour tout 
i > iq. L'entier %q repond a la question. En effet, si n est une section de M image par tv 
de 

b b—a 

^2 T u(i,0)( m 'i) = T u(a,0) (y^; T u(i,0)( m i+ai) i 

i=a i=0 

soit b—a est inferieur ou egal a %q et n est une section de r*^ ^ (A/"ri7r(A^'©r* ( - 1 Q ^Ai'®- ■ •© 
T u(i o)"^')) ' so ^ b—a est strictement superieur a %q et, comme m' h est une section de M' h _ a , 
on peut modifier n par une section de r* (b _ io 0) (Af nn(M' ®t*^^M' ® ■ • •®T^ iofi) M')) 
de maniere a diminuer la difference b — a d'une unite sans changer a. 
Maintenant, soit 

No C A/i C A" 2 C • • • C M 

une tour de sous-Modules quasi-coherents. Pour chaque entier j > 0, on considere les 
sous-Modules Af{ de Ai' et l'entier i > correspondants a Afj que Ton a definis ci- 
dessus. On les notera Af^ et ij respectivement. Clairement, on a 

pour chaque i > et on peut supposer que zo < < ^2 < • • de sorte que 

K,i c A/^ c A/^ c • • • c M'. 
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Utilisant de nouveau le fait que Ai' est noetherien, on voit qu'il existe un entier jo tel 
que Nj^j = Nj 0ii . pour tout j > jo- H s'en suit facilement que Ton peut supposer que 

ij = ijo P our tout J > Jo- 

Finallement, le Module M'®t*^ q ^M'@- ■ -©t*^ . ^M' sur M' est lui aussi noetherien 

et la suite croissante de ses sous-Modules 

tt-^Mj) n (M' © t* (1jQ) M' © • • • © < {i . ofi) M') 

est done stationnaire, de sorte que la suite des Mj elle-meme est stationnaire, ce que Ton 
voulait demontrer. 

D 

On dispose d'une dualite parfaite 

D : D c b oh W PP - D h coh (M) 

definie comme suit. On pose 

On munit £> M0 d'une structure de hi-V M o -Module gauche-gauche de la fagon suivante. 
D'une part, on a 

= f*@G 

oh f = (0, id) : [0 -> G] -> [0° G] = M° et on a vu comment munir f*O c d'une 
structure de £>M°-Module a gauche, e'est la structure (1). D'autre part, V M o agit par 
multiplication a gauche sur T>m°, ce qui induit une structure de T>m° -Module a gauche sur 
T>m° ®k Uqq 1 , e'est la structure (2). Cette structure de bi-£>M° -Module gauche-gauche 
sur T>^ en induit bien entendu une sur 

At / ^ „ \Gal(k'/k) 



On munit V M d'une structure de bi-Module sur M de la fagon suivante. D'une part, on 
a 

'Dm = 9*1) m° 

ou g = ((id, 0), id) : [Q° -> G] -> [G° x k Q 6t G] = M et on a vu comment munir le 
"D^o-Module a gauche g*T> M o (structure (1)) d'une £ et -structure et done d'une structure 
de Module sur M, e'est la structure (1). D'autre part, le £>M°-Module a gauche V M o 
(structure (2)) admet lui-meme une £ et -structure naturelle, d'ou une autre structure de 
Module sur M, e'est la structure (2). 

Alors, pour tout Module coherent M sur M, D(M) est le complexe de Modules sur 
M, 

flHpm Dqcoh(M) (M,T> M ) ®kUJ M [d G ] 
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(le -R Hom est forme en utilisant la structure (1) de Module sur M de et la structure 
de Module sur M de ce -R Hom provient elle de la structure (2) de Module sur M de T>2f. 
On verifie que ce complexe est a cohomologie coherente en resolvant M. par des Modules 
induits : on a 

D(Ind^ (F)) = Ind^ (i?Hom c)G (^, O g )) ® k u M ®k w| _1 [d G ]. 

Bien entendu, dans le cas M = [0 — > G] , D n'est autre que le foncteur de dualite pour 
les C G -Modules, fl Hom ,^ ( • , O g )) ® k uj G [d G ], et dans le cas M = [G° -> G], D n'est 
autre que le foncteur de dualite pour les P^-Modules a gauche. 

Proposition (6.2.4). — (i) Si la composante f G de f est propre, on a 

A(obD c b oh (M 1 ))CobD c b oh (M 2 ) 

et 

(ii) S'z fg est un epimorphisme et si le conoyau de fg 1 est fini sur k, on a 

/ ! (obD c b oh (M 2 ))cobD c b oh (M 1 ) 

et 

D(f(-)) /'(£>(•)) ®fc oom 2 ®k u®- x [d G , - d Gl + dg 2 - d Ql + rg 2 - r Ql ]. 

(iii) On a 

ob^jMO MohD h coh (M 2 ) C ob^jMi x M 2 ) 

D((.)KI(.)) = J D(-)BID(-). 
Preuve : L'assertion (iii) est triviale. 

Pour les assertions (i) et (ii) nous nous contenterons de verifier quelques cas partic- 
uliers. 

Tout d'abord, si / = (0, f G ) : M 1 = [0 -> Gi] -»• [0 -> G 2 ] = M 2 , la dualite est celle 
des (9-Modules et les enonces sont ceux de Grothendieck (cf. [Ha] Ch. Ill, §5, Thm. 11.1, 
pour /„ et [Ha] Ch. Ill, §8, Prop. 8.8, §7, Cor. 7.3, et §2, Def.). 

Supposons dorenavant que G\ = G 2 = G et que f G = id. 

Alors, l'hypothese de la partie (i) est automatiquement verifiee. II suffit done de 
montrer les assertions de cette partie dans chacun des cas particuliers (2) a (5) considere 
dans la section (6.1). Faisons le par exemple dans le cas (2), en supposant plus 
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Qf" = Qf = (0), et dans le cas (5), en supposant de plus que H est deploye sur k. 
Dans le premier de ces cas, on a 

^Hpm Dqcoh(M2) (/^i,P^ 2 ) 

= RHam-D M o® k Sym> t (u e (H)) ( M i ®k Sym*(Lie(ft)) ® k a;®" 1 , 

V M o ® k Sjm k .(Ue(H)) ® fc c^" 1 ® c^" 1 ) 

1 

= RH°mv M o {Mi, V M o ® fc u®7 X ) ®k Sym*(Lie(ft)) 

= /^Hom^^^^j,^) ® k to n . 
Dans le second, on a 

^Hom Dqcoh(M2) (/^!,I?^ 2 ) ifflOTa Dqcoh(M2) (a^| fc[W ] A<i,P^ 2 ) 

= /^Hom^^)^!,^) ® fc Ww 

(si S 1 = Spec(/c[7i]), si tv : S — > Spec(k) est la projection canonique et si e : Spec(/c) 5" 
est l'origine du tore S, on a 

ifflom fc (e*.F,£) ^e ! i?Hom 0s (^,7r ! 6?) 

pour tout Og-Module coherent T et tout fc-espace vectoriel Q puisque Q = ewQ, que 
tt ! (.) tt*(.) ® fc u s [d s ] et que e ! (-) = e*(-) ® k wf-^-ds]). 

Passons maintenant a la partie (ii), toujours en supposant fo = id. On ne peut plus 
utiliser la factorisation de / de la section (6.1) puisque les monomorphismes gg et g'g 
n'ont pas un conoyau fini. Cependant, il suffit de verifier les assertions de la partie (ii) 
dans les cas particuliers (3) et (5) de (6.1) et dans le cas particulier ou fg = id et fg est 
une isogenie, i.e. un monomorphisme a conoyau fini. Faisons le par exemple dans le cas 
particulier (3), en supposant plus Qf = Qf = (0), et dans le cas particulier ou fg = id 
et fg 1 est une isogenie, en supposant de plus que Q\ = Q\ = (0) et que Qf et Qf sont 
deployes sur k. 

Dans le premier de ces cas, on a 

D£o ® fc Sym*(Lie(ft)) ® k u®' 1 ) 
- fiHom D qcoh (M 2 ) (M2, £>m 2 ) ®k i?Hom Sym fc (Lie(H)) (k, Sym*(Lie(W))) 
i?Hpm Dqcoh(M2) [M 2 ,V% 2 ) ® k u n [-d n ] 
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(si V = Spec(Sym^(Lie(H)) et si e : Spec(/c) ^ V est 1' origme, on a 

RHam 0v O v ) = e*HHom fc (fc, e ! CV) e*^" 1 [-d v ] 

avec ccv = ojf^ 1 et <iy = d-^). 

Dans le second, posons Xj = ^ et (/c) pour z = 1, 2 et identifions X\ a un sous-module 
de X 2 (X\ et X 2 sont tous les deux des Z- modules libres de meme rang fini r et X 2 jX\ 
est un groupe abelien fini). Alors, on a 

f-M 2 = p(M 2 ) ® fc oj 2 ® k ujf~\ 

ou p(.M 2 ) est le C^-Module Xi-equivariant sous-jacent au Oc-Module X 2 -equivariant 
M2 et oil on a pose Ui = f\ r Homz(Xi 7 k) pour i = 1,2. Par suite, si Ton note simplement 
Oo[Xi] le Oc-Module Xj-equivariant x . e x; T u 6t (x )® G P our ^ a -^-structure induite par 
la translation de Xi sur lui-meme, on a 

i?Hom Dqcoh(Ml )(/ ! -^2, V%) = RBmn OG , Xl (p(A* 2 ), Oo^]) ® fc c^" 1 

et 

/ ! fe Dqcoh(M2 )(^2,<) = p(i?Hom OG)X2 (^ 2 ,0 G [X 2 ])) ® fc wf" 1 , 

ou 

^Hom OG)Xi (-,0 G [X,]) 

est muni de la ^-structure induite par celle de qui provient de la AVstructure 

naturelle de O g . H ne reste plus qu'a montrer que 

RUomocX, (p(-M 2 ),e> G M) 

est isomorphe a 

p(REom OG X2 (M 2 , O g [X 2 })) (g) k wi ® k oof' 1 . 

Mais, la X 2 -structure de M. 2 et celle par translation de (^[A^] induisent une action 
du groupe fini X 2 jX\ sur i? Hom „ Xi (p(.M 2 ), Co[X 2 ]) et on a un quasi-isomorphisme 
naturel de complexes de C^-Modules 

REomo G ,x 2 (M 2l O G [X 2 ]) - (RRgm OG!Xi ( P (M2),0 G [x 2 })) X2/Xl 
et notre assertion en resulte puisque O g [X 2 ] = ® ye x 2 /x 1 t *.h (j/) C>gM- 

D 



(6.3) On est maintenant en mesure de definir une transformation de Fourier pour les 
1-motifs generalises. 
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Soit M un objet de Mot/A;, de dual M' . Le (9G'x fe G-Module inversible Q de Poincare 
avec les structures supplementaires introduites en (5.2) est un Module inversible sur 
M' x M. On definit alors un foncteur 

(6.3.1) T M : D h qcoh (M) -> ^ coh (M') 

par 

^M(-)=Pr'*(Q® ! pr ! (-)) 
ou pr, pr' sont les projections canoniques de M' x M sur M et M' respectivement. 

Cas particuliers (6.3.2). - - (i) Si M = [0 — > A] avec A un /c-schema abelien de 
dimension g, on a 

FM{-) = H-)®kU®- 1 [-g]. 

(ii) Si M = [A — > A] avec A un /c-schema abelien de dimension g, on a 

^m(-) = ^(0[-^] 
et si M = [0 -> A*] avec A un /c-schema abelien de dimension g, on a 

^ M (-) = ^(-)[-2<7]. 

(iii) Si M = [0 — > V] avec V un /c-vectoriel de dimension dy, on a M' = [V'° — > 0], 
ou V' est le /c-vectoriel dual de V, et 

^m(-) =i2T(V, O^fc^v" 1 !-^] 

en tant que complexe de modules sur H°(V, Oy) = Sym^(V'). Si M = [V° — > 0] avec V 
un /c-vectoriel de dimension dy, de dual note V", on a M' = [0 — > V] et 

^(•) = (-r®* <*? 2 > 

ou (-)~ est le CV'-Module quasi-coherent d'espace des sections globales le Sym.(y)- 
module (•). 

(iv) Si M = [V° V] avec V un /c-vectoriel de dimension dy, de dual note V', 
on a M' = [V° ^ V] et, pour tout XV-Module quasi- coherent Ai, on a 

RT(V',Fm(M)) = H°(V,M)[-dy} 

en tant que complexe de fc-vectoriels et Taction de H (V' , XV') est induite par celle de 
H°(V 7 V V ) : compte tenu de 1' identification habituelle de 

H Q {V',V V> ) = Sjm k .(V) ® fc Sym k (V) 
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avec 

H°(V,V V ) = Sym k .(V') ® fc Sym^V). 

(v) Si M = [0 — > T] avec T un /c-tore deploye de dimension dr, de groupe des 
caracteres note X , on a M' = [X — > 0] et 

^m(-) =i?r(T, wl-^-dr] 

en tant que complexe de modules sur H°(T, Oy) = k[X]. Si M = [X — > 0] avec X un 
Z-module libre de rang fini, on a M' = [0 — > T], ou T est le fc-tore dont le groupe des 
caracteres est X, et 

.M-) = (-r®fc ^i 2 , 

ou (-)~ est le C^T-Module quasi- coherent d'espace des sections globales le fc[X]-module 
(•)• 

(vi) Si M = [T° T] avec T un fc-tore deploye de dimension dx : on a 

M' = [X ^> fi] avec les notations de (5.2.5) (ii) et, pour tout 2>r-Module quasi- coherent 
M., on a 

^r(y,^ M (M)) = #°(r,A4)[-d T ] 

en tant que complexe de /c-vectoriels et la structure de Module sur M' est induite par la 
structure de H°(T, 2>r)-niodule, compte tenu de 1' identification 

H°(T,V T )=k[X] ® fc H°(Q, O n ). 

D 

Les proprietes les plus importantes de la transformation de Fourier pour les 1-motifs 
generalises sont les suivantes. 

Theoreme (6.3.3). — (i) Les foncteurs exacts Tm et Tm> sont des equivalences de 
categories triangulees. Plus precisement, on a les isomorphismes de foncteurs 

Tm< o T m = (-1) ! (-) ®fc 4" 2 ®fc ujfj-^dc + dg, + r g , - d G ,\. 

(ii) Pour tout morphisme f : Mi — > M2 dans Mot/A; de transpose f : M' 2 — > M[, 
on a Visomorphisme de foncteurs 

Fm 2 ° /*(•) ®k u M ' 2 ®k % 2 [d G ' 2 + d G2 ] = f n ° % (•) ®fc u M [ ®fc w Ml [dc^ + d Gl ] 

deD^Mj dansD h qcoh (M>). 

(iii) LefoncteurTu envoie D^ oh (M) dans D^ oh (M'). 
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(iv) On a I'isomorphisme de foncteurs 

D' o JF M (.) o f M oD (g) fc wff [d G - rfg - rg + 2d G /] 

c?e D^ oh (M) dares D^ oh (M'), oil D et D' sont les foncteurs de dualite pour M et M' 
respectivement. 

On remarquera que ujm 1 = <^m puisque uj' a = uja, = Wgo -1 , <^T' = ^g^ 1 , 
ugio = coy et ujg/ct = u>t et que —2dc + dg + rg — d& = — 2d G + dgi + rgi — da' 
puisque d& = dA, dy> = dg, dr> = rg, dg> = dy et rg> = dr- 

Preuve : L'assertion (ii) resulte facilement du theoreme de changement de base, de la 
formule des projections et de risomorphisme canonique 

(id x f)-Q 2 ® k u M ' 2 ®k uj M2 [dG' 2 + do 2 ] = (/' x id) ! Qi <S>fc to M [ ®k ^M 1 [d G ' 1 + d Gl ] 
sur x Mi. 

L'assertion (iii) est une consequence de l'assertion (ii) appliquee au morphisme 
(O,id):[O->G]->[0->G]. 

On se contentera de verifier les assertions (i) et (iv) dans les cas particuliers (6.3.2). 

Si M = [0 — > A], ces assertions resultent aussitot du theoreme (1.2.4) et de la 
proposition (1.3.4). 

Si M = [A — > A] ou M = [0 — > A^], ces assertions resultent aussitot du theoreme 
(3.2.1) et de la proposition (3.3.4). 

Si M = [0 -> et M' = [F° -> 0], on a 

£>(•) = i?Hom 0v ( • , Oy) ®k 0Jv[dv] 

et 

D'{.) = RRom Symkt(vl) (- , Sym^(y')) ®fc ^," 2 
et les assertions (i) et (iv) du theoreme sont triviales. 

Si M = [V° ^ 7], ona Tm = •^ r ( - ) [ — ^v] °u ^ es t la transformation de Fourier usuelle 
pour les Py-Modules quasi-coherents, transformation de Fourier qui verifie trivialement 
jF'ojF = (— 1)- et D' oT = (—1)' ojFoD, d'ou les assertions (i) et (iv) du theoreme dans 
ce cas. 

Les cas particuliers M = [0 — > T] et M = [T° — > T] se traitent de meme. 

D 
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